
問題

第１問

次の定積分を求めよ。∫ 1

0

(
x2 +

x√
1 + x2

)(
1 +

x

(1 + x2)
√
1 + x2

)
dx

第２問

一辺の長さが1の正方形ABCDを考える。3点P,Q,Rはそれぞれ辺AB,AD,CD

上にあり、3点A,P,Qおよび 3点 P,Q,Rはどちらも面積が
1

3
の三角形の 3頂

点であるとする。
DR

AQ
の最大値、最小値を求めよ。

第３問

座標空間内に 5点A(2,0,0),B(0,2,0),C(-2,0,0),D(0,-2,0),E(0,0,-2)を考える。

線分 ABの中点Mと線分 ADの中点 Nを通り、直線 AEに平行な平面を α

とする。さらに、pは 2 < p < 4をみたす実数とし、点 P(p,0,2)を考える。

(1) 八面体PABCDEの平面 y=0による切り口および、平面 αの平面 y = 0

による切り口を同一平面上に図示せよ。

(2) 八面体 PABCDEの平面 αによる切り口が八角形となる pの範囲を求

めよ。

(3) 実数 pが (2)で定まる範囲にあるとする。八面体 PABCDEの平面 αに

よる切り口のうち y ≥ 0, z ≥ 0の部分を点 (x, y, z)が動くとき、座標平

面上で点 (y, z)が動く範囲の面積を求めよ。

第４問

nを 1以上の整数とする。

(1) n2 + 1と 5n2 + 9の最大公約数 dn を求めよ。

(2) (n2 + 1)(5n2 + 9)は整数の 2乗にならないことを示せ。
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第５問

以下の問いに答えよ。

(1) nを 1以上の整数とする。xについての方程式 x2n−1 = cosxは、ただ

一つの実数解 an をもつことを示せ。

(2) (1)で定まる an に対し、cos an > cos 1を示せ。

(3) (1)で定まる数列 a1, a2, a3, · · · , an, · · · に対し、

a = lim
n→∞

an, b = lim
n→∞

ann, c = lim
n→∞

ann − b

an − a

を求めよ。

第６問

複素数 α, β, γ, δおよび実数 a, bが、次の 3条件をみたしながら動く。

条件１：α, β, γ, δは相異なる。

条件２：α, β, γ, δは 4次方程式 z4 − 2z3 − 2az + b = 0の解である。

条件３：複素数 αβ + γδの実部は 0であり、虚部は 0でない。

(1) α, β, γ, δ のうち、ちょうど 2つが実数であり、残りの 2つは互いに共

役な複素数であることを示せ。

(2) bを aで表せ。

(3) 複素数 α+ β がとりうる範囲を複素数平面上に図示せよ。
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解答

第１問(
x2 +

x√
1 + x2

)(
1 +

x

(1 + x2)
√
1 + x2

)
= x2 +

x√
1 + x2

+
x3

(1 + x2)
√
1 + x2

+
x2

(1 + x2)2

= x2 +
2x√
1 + x2

− x

(1 + x2)
√
1 + x2

+
1

(1 + x2)
− 1

(1 + x2)2
である。

d

dx
(1 + x2) = 2xを利用すると

(与式) =

[
x3

3
+ 2

√
1 + x2 +

1√
1 + x2

]1
0

+

∫ π
4

0

{
1

1 + tan2 θ
− 1

(1 + tan2 θ)2

}
· 1

cos2 θ
dθ

=
5
√
2

2
− 8

3
+

∫ π
4

0

(1− cos2 θ)dθ

=
5
√
2

2
− 8

3
+

∫ π
4

0

1− cos 2θ

2
dθ

=
5
√
2

2
− 8

3
+

[
1

2
θ − 1

4
sin 2θ

]π
4

0

=
π

8
+

5
√
2

2
− 35

12
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第２問

A B

CD

Q

P

R

x

y

z

AQ = x,AP = y,DR = z とおく。三角形 APQ の面積が
1

3
であるから

1

2
·AP ·AQ =

xy

2
=

1

3
がわかる。

また三角形 PQRの面積は台形 APRDの面積から三角形 APQ,DQRの面積

を引くことで得られることから
1

2
(AP+DR) ·AD− 1

3
− 1

2
·DQ ·DR =

y + z

2
− (1− x)z

2
− 1

3
=

1

3
がわかる。

さらに整理して
y

2
+

xz

2
=

2

3
なので z =

4

3x
− y

x
がわかる。

これらにより y =
2

3x
, z =

4

3x
− 2

3x2
であることがわかる。

いま P,Q,Rは長さ 1の辺上にくることから 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1

でなければならない。

まず yの式すなわち
2

3x
≤ 1から

2

3
≤ x ≤ 1がわかる。

また z =
2

3
− 2

3

(
1− 1

x

)2

と変形できることから
2

3
≤ x ≤ 1のとき

1

2
≤ z ≤ 2

3
がわかる。

すなわち
DR

AQ
=

z

x
=

4

3x2
− 2

3x3
の

2

3
≤ x ≤ 1における最大と最小を求めれ

ばよい。

この式を f(x)とおくと f ′(x) = − 8

3x3
+

2

x4
= −8x− 6

3x4
となるので x =

3

4
で f(x)は極大となる。

よって f

(
2

3

)
=

3

4
, f

(
3

4

)
=

64

81
, f(1) =

2

3
であるので

最小値は
2

3
、最大値は

64

81
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第３問

(1) M(1,1,0),N(1,-1,0)であるから
−−→
MN = (0,−2, 0)であり

−→
AE = (−2, 0,−2)

である。

したがって α上の任意の点Qにおいて位置ベクトル
−→
OQは媒介変数 s, t

を用いて
−−→
OM+ s

−−→
MN+ t

−→
AE = (1− 2s, 1− 2t,−2s)と表現できる。

すなわち αと平面 y = 0との共通部分は 1− 2t = 0をみたすすなわち

t =
1

2
であるものであるから sを用いて (1− 2s, 0,−2s)がわかる。

したがって点 (X,Y, Z)がこの共通部分に含まれれば

X = 1−2s, Y = 0, Z = −2sをみたす sが存在することになる。このと

き s = −Z

2
を利用するとX = 1+ Z と変形できるので αと平面 y = 0

の共通部分は直線 x = 1+ zとわかる。したがって Pは p ≤ 3のとき α

からみて x軸負の側、p ≥ 3のとき αからみて x軸正の側にくること

がわかる。

立体の辺のうち平面 y = 0と共通部分をもつものは辺 PC,CE,EA,AP

であるので、切り口は以下のようになる。
2 < p ≤ 3 3 < p < 4

AC

E

P

α

AC

E

P

α

(2) 平面 αで立体を切ると切り口が八角形になる場合、８本の辺の内部と

交わることになる。

いま αは辺CE,DE,BE,AB,ADと交わっていて辺AE,CB,CDと交わっ

ていない。

また 2 < p < 4の範囲では三角形 ABE,ADE,CBE,CDEをそれぞれ含

む平面 x+ y− z = 2, x+ y− z = 2,−x+ y− z = 2,−x− y− z = 2上

にこないので Pを頂点にもつ面は他の面と同一平面上にこない。すな

わち辺を共有するどの 2面も同一平面にこないので残り 4本のうちあ

と 3本と交わる条件をみつければよい。

p = 3のときは他に点 Pと交わるが辺 PA,PB,PC,PDは他に交わらな

いので切り口は六角形となる。

p < 3のときは辺 PAは交わるが PB,PC,PDは交わらないので六角形

となる。
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3 < p < 4のときは辺 PAと交わらず PB,PC,PDと交わるので八角形

となる。

したがって求める条件は3 < p < 4

(3) 平面 α上の点 (x, y, z)は関係式 x− z = 1をみたすので x = z + 1すな

わち x ≥ 1で考えることになる。

立体のうち y ≥ 0, z ≥ 0をみたす範囲を考えるとこれは三角形 PAC,

PAB, ABC, PBCに囲まれる四面体となる。そこでこの立体の各面と

平面 αとの共通部分となる線分を調べる。

三角形ABCとαの共通部分はαが線分MNを含むことからMと (1,0,0)

を両端とする線分とわかる。

三角形 PACと αの共通部分を考える。点 (1,0,0)を Rとして線分 PC

と αとの交点を Sとすると相似比より CS:PS=3 : p − 3がわかる。す

なわち Sは線分 PCを p− 3 : 3に内分する点であるので

Sの座標は
(
−2 · (p− 3) + p · 3

p
, 0,

6

p

)
すなわち

(
p+ 6

p
, 0,

6

p

)
とわか

り、三角形 PACと αの共通部分は線分 RSとなる。

最後に辺 PBと αの共通部分を考える。この点を Tとすると相似比よ

りBT:PT=1 : p− 3となるので、Tの座標は
(

p

p− 2
,
2(p− 3)

p− 2
,

2

p− 2

)
すなわち

(
p

p− 2
,
2p− 6

p− 2
,

2

p− 2

)
となる。

これより三角形PABと αとの共通部分は線分TMであり、三角形PBC

と αとの共通部分は線分 STとなるので、切り口は四角形MRSTとな

る。

したがって点 (x, y, z)がこの図形上を動くとき、点 (y, z)が動く領域は

4点 (0,0),

(
0,

6

p

)
,

(
2p− 6

p− 2
,

2

p− 2

)
, (1, 0)で囲まれる四角形となるの

で、その面積は

1

2
· 6
p
· 2p− 6

p− 2
+

1

2
· 1 · 2

p− 2
=

7p− 18

p(p− 2)
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第４問

(1) 5n2 +9 = 5(n2 +1)+ 4より dnは 4の約数であるとわかるので、dnと

して考えられる値は 1,2,4に限られる。

n が奇数のときは整数 m を用いて n = 2m + 1 と表せる。このとき

n2 + 1 = (2m+ 1)2 + 1 = 4m2 + 4m+ 2 = 2{m(m+ 1) + 1}となる。
ここで m(m + 1)は連続する 2整数の積なので偶数であり、すなわち

m(m+1)+ 1が奇数なので n2 +1は 2で割り切れるが 4で割り切れな

いことがわかる。また 5n2 + 9 = 5(n2 + 1) + 4であるからこの値も 2

で割り切れるので、結局 dn = 2がいえる。

nが偶数のときは n2 も偶数なので n2 + 1は奇数になる。したがって

n2 + 1は 2,4を約数にもたないので、dn としてありうる値は 1のみ。

したがって dn = 1がいえる。

ゆえにdn は nが奇数のとき 2、nが偶数のとき 1

(2) nが偶数のときは n2+1, 5n2+9は互いに素なので共有する素因数はな

い。したがって (n2+1)(5n2+9)が整数の 2乗になるときn2+1, 5n2+9

はいずれも整数の 2乗になる。

だが n ≥ 1より (n+1)2 = n2 +2n+1 > n2 +1なので n2 < n2 +1 <

(n + 1)2 が成り立つので、n2 + 1は整数の 2乗で表せない。すなわち

(n2 + 1)(5n2 + 9)も整数の 2乗で表せないことがわかる。

nが奇数のときはn2+1, 5n2+9の最大公約数が2であるので
n2 + 1

2
,
5n2 + 9

2

が互いに素になる。同様に考えると
5n2 + 9

2
が整数の 2乗になる必要

がある。

ここで n = 2m+ 1とおくと
5n2 + 9

2
=

20m2 + 20m+ 14

2
= 10m2+10m+7 = 10m(m+1)+7と

なる。

m(m+ 1)は偶数なのでこの値は 4で割ると 3余る。

ここで lを整数として 2l, 2l+1の 2乗を考えると 4l2, 4l2 +4l+1とな

ることから整数の 2乗を 4で割った余りは 0か 1である。すなわち整

数の 2乗を 4で割った余りが 3になることはないので 10m2 +10m+7

は整数の 2乗ではない。

したがってどのような nについても (n2 + 1)(5n2 + 9)が整数の 2乗で

ないことがいえる。
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第５問

(1) −1 ≤ cosx ≤ 1であることから x2n−1 = cosxが成り立つような xは

−1 ≤ x ≤ 1をみたすことがわかる。

2n− 1は奇数であり 1 <
π

2
であるので −1 ≤ x ≤ 0のときは

x2n−1 ≤ 0 < cosxであり、すなわちこの範囲では x2n−1 ̸= cosxであ

るとわかる。

したがって x2n−1 = cosxならば 0 < x < 1がいえる。

0 < x < 1において cosxは単調減少で x2n−1 は単調増加である。

したがって fn(x) = x2n−1 − cosxを考えるとこれは 0 < x < 1で単

調増加で f(0) = −1, f(1) = 1 − cos 1 > 0がわかるので fn(x) = 0は

0 < x < 1に 1つだけ実数解をもつことがわかる。

したがって、x2n−1 = cosxは実数解を 1つだけもつことがいえる。

(2) (1) から 0 < an < 1 がわかり 1 < π であるので cos an > cos 1 がい

える。

(3) (2)から a2n−1
n = cos an > cos 1、(1)より an < 1がわかるので

2n−1
√
cos 1 < an < 1がわかる。

limn→∞
2n−1

√
cos 1 = 1なのではさみうちの原理によりa = 1がわかる。

また a2n−1
n =

(ann)
2

an
と変形すると ann =

√
an cos an とできるので

b = limn→∞
√
an cos an =

√
cos 1がわかる。これより

ann − b

an − a
=

√
an cos an −

√
cos 1

an − 1

であることがわかる。この式で n → ∞とすると左辺は cとなり右辺は

式の構造から xの関数
√
x cosxの x = 1における微分係数となる。

d

dx

√
x cosx =

1

2
√
x cosx

· (cosx− x sinx)となるので

c =
1

2
√
1 · cos 1

· (cos 1− 1 · sin 1) = cos 1− sin 1

2
√
cos 1
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第６問

(1) 実数係数方程式においてある虚数 zが解である場合、それと共役な値 z̄

も解となる。

したがって条件 2より α, β, γ, δの組として考えられるものは

「実数 4つ」「実数 2つと互いに共役な虚数 1組」「互いに共役な虚数 2

組」の 3通りである。

まず実数 4つであるとすると αβ + γδの虚部が 0になり条件 3に反す

るので不適とわかる。

次に α, β と γ, δが互いに共役な虚数であるとすると条件 1から特にい

ずれも 0でないので αβ, γδはいずれも正の実数となり条件 3に反する。

またα, γと β, δが互いに共役な虚数であるとするとαβ + γδ = γδ+αβ

となるのでこの値は実数となり条件 3に反する。

α, δと β, γ が互いに共役であった場合も同様。

したがって可能性としてあるのは実数 2つと互いに共役な複素数 1組

に限られることがわかる。

(2) αと β が互いに共役であるとすると αβ + γδ は実数となるので条件 3

に反する。したがって α, β は互いに共役とならない。条件の対称性に

より以降は α, γ が互いに共役な複素数であり β, δが実数であるとして

進めてよい。

このとき αβ + γδ = γβ + αδとなるので

αβ + γδ + αγ + βδ + αδ + βγ = (αβ + γδ) + (γβ + αδ) + αγ + βδ

= (αβ + γδ) + αβ + γδ + αγ + βδと変形できる。

解と係数の関係によりこの値は 0でまた αβ + γδ の実部も 0であるか

ら αγ + βδ = 0がわかる。すなわち γ = ᾱより βδ = −|α|2 がわかる。
また解と係数の関係によりα+β+γ+δ = 2であるから β+δ = 2−α−ᾱ

もわかる。

これより解と係数の関係を用いて

2a = αβγ + βγδ + γδα+ δαβ = (β + δ)|α|2 − (α+ γ)|α|2,
b = αβγδ = −|α|4 がわかる。
ここで再びαβ + γδ = γβ+αδからαβ+γδ+αδ+βγ = (α+γ)(β+δ) =

0がわかるので、α+ γ = 0または β + δ = 0がわかる。

α + γ = 0 のとき α, γ は純虚数となるので β + δ = 2 となり、a =
β + δ

2
|α|2 = |α|2 となるので b = −a2 がわかる。

β + δ = 0のとき α+ γ = 2となるので a = −α+ γ

2
|α|2 = −|α|2 とな

るので b = −a2 がわかる。

どちらの場合でもb = −a2が成り立つ。

(3) (2) より z4 − 2z3 − 2az + b = (z4 − 2z3 + z2) − z2 − 2az − a2 =
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(z2 − z)2 − (z + a)2 = (z2 + a)(z2 − 2z − a) = 0と変形できる。

(1)より 2つの方程式 z2 + a = 0, z2 − 2z − a = 0は一方が異なる 2実

数解、他方は異なる 2虚数解であることがわかる。

z2+a = 0が異なる 2実数解をもつ条件は a < 0であり、z2−2z−a = 0

が異なる 2実数解をもつ条件は (z − 1)2 − a− 1 = 0より a > −1とな

るので、aのとりうる値は a < −1, 0 < aとわかる。(2)より α, β は両

方が実数でも互いに共役でもないことがわかっているので一方が実数、

他方が虚数であり、その組合せは対称性により任意である。

a < −1のとき z2 + a = 0の解は ±
√
−aであり z2 − 2z − a = 0の解

は 1± i
√
−1− aとなることから α+ β = 1±

√
−a± i

√
−1− a(複号任

意)と表せる。実数 x, y によって α + β = x + yiとおくと (x − 1)2 =

−a, y2 = −1− aとなるので (x− 1)2 − y2 = 1, |x− 1| > 1, |y| > 0がわ

かる。

a > 0 のとき方程式の解は ±i
√
a, 1 ±

√
a+ 1 であるので α + β =

1±
√
a+ 1± i

√
a(複号任意)と表せる。

同様に α + β = x + yiとおくと (x − 1)2 = a + 1, y2 = aとなるので

(x− 1)2 − y2 = 1, |x− 1| > 1, |y| > 0がわかる。

したがって求める範囲は実数をとる媒介変数 tを用いて 1 + (1± i)tで

表される直線を漸近線とする以下の双曲線から点 0, 2を除いた部分と

なる。

21
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所感

例年より難度が増して帰ってきました。4問も解ければ上位だと思います。

第１問

出題形式に一見何のひねりもなさそうな積分計算です。

部分積分とか使いたくなりそうですが使える手法の異なる項が出てきますの

で最初に展開するのが確実なようです。

といっても合成関数の微分 (置換積分)の方法を忘れているとかなり苦労する

でしょう。

第２問

図形に関する問題です。文科ではある形式にあてはめる誘導がついていま

すが理科ではそれなしで解くことになります。

色々な方法があると思いますが値のとりうる範囲に注意しながら丁寧に計算

すれば大丈夫でしょう。

第３問

空間図形と平面の切り口を利用した問題です。

最大の分かれ目は「切り口が八角形になる条件」をどうすれば出せるか、と

いうところにかかってくるかと思います。

これが「αが内部を通る面の数」と同じと気づかないとお手上げです。

ここを乗り切っても根気との勝負になりそうですが。

第４問

整数の性質を使った少し考える問題です。

(1)は互除法を用いて dn を絞り込み、場合分けを適切にするだけです。

(2)は (1)の誘導をどう利用するかにかかっています。互いに素な整数の積が

ある整数の 2乗になる場合は両方ともある整数の 2乗であること、2数の最

大公約数でそれぞれを割ると互いに素な整数ができる、ということに着目で

きるかで差がつくでしょう。
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第５問

方程式と極限を利用した問題です。

前半は増減を考えれば楽ですが、最後の極限 cを求めるには微分の原点に立

ち返る必要があるため、本質的な理解が問われています。

なお、平均値の定理を利用する解法もあるようです。

第６問

複素数と二次曲線を利用した問題です。高い思考力を要する難問です。

(1)は他の可能性をすべて否定することで導けますが、(2)以降は色々と気づ

きが必要です。

(3)も因数分解が思いつかないと歯が立たないでしょう。

できる図は双曲線の一部になるので漸近線に言及しておくのが無難でしょう。

できたとしても、最後で気を抜いて除外するべき点を忘れたりしないように

しましょう。
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